
6 فصل
مثلثات

مبحث این منشاء دارد. عهده بر را انتگرال و دیفرانسیل حساب از عظیمی حجم مثلثات، که گفت توان می بجرأت
سده در منلائوس و ابرخس به مثلثات، پایۀ بر نجومی جداول ترین کهن چنانکه است نجومی محاسبات و اخترشناسی
سینوسی جداول نخستین خوارزمی و نمود تعریف را سینوس هندی ریاضیدانی بعد دهه سه گردد. می بر میلادی دوم
برداشتند. مثلثاتی مفاهیم گسترش و جداول این تکمیل جهت در گامهایی ایرانی ریاضیدانان او از پس و کرد تنظیم را

است. ریاضیات پایۀ مباحث از اکنون بحث این و نمودند ایفا مثلثات پیشبرد در عمده ای نقش مسلمان ریاضیدانان

زاویه ۱ . ۶
آن اجزاء و زاویه ۱ . ۱ . ۶

حول Ox نیمخط اگر بگیرید. نظر در را آن روی A نقطۀ و Ox نیمخط آید. می بدست نیمخط یک دوران از زاویه
نقطهء است. آمده بدست ∠AOB زاویۀ گوئیم شود منطبق B مانند نقطه ای بر بتواند A نقطۀ که کند گردش چنان O
این گردد منطبق خودش بر که کند گردش چنان O حول Ox نیمخط چنانچه و نامیده ∠AOB زاویه رأس را O
و گراد به تقسیم درجه، به تقسیم نمود: بندی تقسیم گونه سه توان می را کامل دور یک گوئیم. کامل دور یک را زاویه

رادیان. تقسیمات

x

y

O
A

B

θ = ∠AOB

شود. می حاصل نقطه یک حول نیمخط  گردش از زاویه :١ . ۶ شکل

نشان (◦) با آنرا و آید بدست کامل دوران یک
١

٣۶٠
باندازه راس حول نیمخط یک دوران از که است ای زاویه درجه

است درجه
١

٣۶٠٠
یا دقیقه

١
۶٠

که (′′) ثانیه و درجه
١

۶٠
یک که (′) دقیقه از عبارتند درجه اجزای دهیم. می

.∠AOB = ٢٣◦۴۵′۵۶′′ نویسیم می مثال برای و

grad با آنرا و آید بدست کامل دوران یک
١

۴٠٠
باندازه راس حول نیمخط یک دوران از که است ای زاویه گراد

١
١٠٠٠

) میلیگراد و گراد)
١

١٠٠
) سانتیگراد گراد)،

١
١٠

) گراد دسی از عبارتند گراد اجزای دهیم. می نشان
٨٩



ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی ♦...٩٠

.∠AOB = ٢٣/۵۴٧٨ grad نویسیم می و گراد)

شعاع مساوی حاصل کمان اندازۀ بطوریکه آید، می بدست آن مرکز بدور دایره شعاع دوران از که است ای زاویه رادیان
ندارد. بستگی آن اندازۀ به و بوده شعاع از مستقل رادیان باشد. دایره

x

y

٠

+
١ rad

I

IV

II

III

حرکت مبداء

است. شعاع اندازه به دایره از کمانی رادیان :٢ . ۶ شکل

مثلثاتى دایرهٔ ۲ . ۱ . ۶
باشد. می مفروض جهت و واحد شعاع دارای و بوده مختصات مرکز بر منطبق مرکزش که است ای دایره مثلثا دایرۀ
عقربه چرخش جهت در منفی جهت و شده فرض ساعت های عقربه گردش جهت خلاف در مثلثاتی دایره روی مثبت جهت
تقسیم ربع چهار به را مختصات صفحۀ مثلثاتی دایرۀ است. (١, ٠) نقطهء دایره، روی حرکت مبداء است. ساعت های

شود. می دیده شکل۶ . ٢ در که IV چهارم ربع و III سوم ربع ،II دوم ربع ،I اول ربع کند، می

زاویه ɖɁس˟ت ۳ . ۱ . ۶
است. زاویه همان برابر آن اندازهء که کند می جدا کمانی دایره از باشد واقع مثلثاتی دایره مرکز بر آن رأس که ای زاویه

شود: می تقسیم گونه سه مثلثاتی دایرۀ عموماً
٣۶٠ دایره لذا دهیم. می نشان D با و گوئیم درجه یک را قسمت هر و نموده تقسیم قسمت ٣۶٠ به را دایره الف)

است. درجه
گراد ۴٠٠ دایره یعنی دهیم. می نشان G با آنرا و گوئیم گراد یک را قسمت هر و کرده قسمت ۴٠٠ را دایره ب)

است.
آنجا از دهیم. می نشان R با آنرا و گوئیم رادیان یک را قسمت هر و کنیم می جدا شعاع اندازۀ به دایره روی از ج)

رادیان). ۶٫٣ حدود (چیزی است رادیان ٢π دایره هر محیط پس است ٢π مثلثاتی دایره محیط که
است: چنین زاویه یک تقسیمات بین رابطۀ

زاویه مقدار
کامل دور یک

=
D

٣۶٠
=

G

۴٠٠
=

R

٢π

از شود می عبارت زاویه یک تقسیمات بین رابطۀ خلاصه بطور یا

D

١٨٠
=

G

٢٠٠
=
R

π
(١ . ۶)



٩١...♦ ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی

است؟ رادیان چند و گراد چند درجه ٣٠ مقدار .١ . ١ . ۶ مثال
نویسیم می D بجای ٣٠ جایگذاری با و (١ . ۶) فرمول از اسفاده با حل.

D

١٨٠
=

G

٢٠٠
=
R

π
٣٠

١٨٠
=

G

٢٠٠
=
R

π

١
۶
=

G

٢٠٠
=
R

π
⇒


١
۶
=

G

٢٠٠
⇒ G =

١٠٠
٣

grad,

١
۶
=
R

π
⇒ R =

π

۶
rad .

■
هر گوئیم. مثلثا جهتدار کماای آنها به که نماید می تقسیم کمان دو به آنرا محیط دایره، یک روی متمایز نقطۀ دو هر
باشد ساعت عقربه های جهت مخالف کمان، جهت اگر است. اصلی زاویۀ یک روبروی دایره، روی مثلثاتی جهتدار کمان

گیریم. می منفی آنرا گرنه و مثبت را اصلی زاویه
می آید. بدست اصلی زاویۀ مقدار دوران، تعداد کسر با کنیم، مثبت جهت در گردش به شروع مثلثاتی دایرۀ مبدأ از اگر
یکدور (یعنی ٣۶٠ از که ٢٨٠ مقدار نوشت. درجه ٢ × ٣۶٠◦ + ٢٨٠◦ بصورت توان می را ١٠٠٠◦ زاویۀ مثال برای
حسب بر مثلثاتی، دایرۀ روی زاویه گردش دور n از پس کلی حالت در می رود. بشمار اصلی زاویۀ است، کمتر کامل)

نوشت: چنین توان می مختلف واحدهای

n× ٣۶٠◦ + α◦ , n× ۴٠٠ + βgrad , n× ٢π + γrad

٢٣۵٠◦ = مثال برای گرفت. خواهد قرار ها ربع از یکی در بالاخره α◦ = βgrad = γrad کمان انتهای و
می واقع سوم ربع در کمان انتهای کامل، دور شش طی از پس و بوده ١٩٠◦ اصلی زاویۀ دارای ۶ × ٣۶٠◦ + ١٩٠◦

طی با و بوده ١٣٠grad اصلی زاویۀ مقدار ١٧٣٠grad = ۴ × ۴٠٠grad + ١٣٠grad زاویۀ برای همچنین شود.
گیرد. می قرار دوم ربع در کمان انتهای کامل، دور ۴

. .٢ . ۶ تمرین

است؟ رادیان چند و درجه چند گراد ١٠٠ مقدار .١

است؟ درجه چند و گراد چند رادیان
π

۴
.٢

دهید. نشان مثلثاتی دایره روی آنرا سپس و کنید بیان گراد و رادیان حسب بر را درجه ١١١٠ زاویۀ .٣

کنید. مشخص مثلثاتی دایره روی آنرا است؟ رادیان چند و درجه چند گراد ٩۵٠ مقدار .۴

دهید. نشان مثلثاتی دایره روی آنرا و آورده بدست گراد و درجه حسب بر را رادیان
١٠π

٣
زاویۀ .۵

هستند؟ مثلثاتی دایره از ربع کدام در زیر های کمان انتهای .۶

α = ١۴٠٠◦, β = ٢٣۶۵D, γ = ۶۶۶۶grad, δ = ٣٢٫٢۵π, ϵ = ٢۵١π − ٢π
٣



ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی ♦...٩٢

۴

٣
۵

A C

B

α
b

a
c

A C

B

θ

قائم مثلثی در مثلثاتی های نسبت :۴ . ۶ شکل
.۵ و ۴ و ٣ اضلاع به الزاویه

.C = ٩٠◦ الزاویه قائم مثلث :٣ . ۶ شکل

مثلثاتى ˃ɓبتھای ۳ . ۶
و اصلی نسبتهای cos کسینوس و sin سینوس نسبت دو آنها بین از که است تعریف قابل نسبت شش مثلثات در
می تعریف اصلی نسبت دو اساس بر و وابسته csc کسکانت و sec سکانت ،cot کتانژانت ،tan تانژانت نسبتهای
بیان را آنها بین روابط سپس و شوند می داده توضیح کتانژانت و تانژانت کسینوس، سینوس، نسبتهای ابتدا در گردند.

کرد. خواهیم

چھارگانه ˃ɓبتھای ۱ . ۳ . ۶
نسبتهای .(٣ . ۶ (شکل بگیرید نظر در ∠BAC = θ زاویۀ و a, b, c اضلاع با را مفروضی الزاویۀ قائم مثلث

کنیم: می تعریف زیر بصورت را چهارگانه

وتر به مقابل ضلع sin θ = a
c وتر به مجاور ضلع cos θ = b

c

مجاور به مقابل ضلع tan θ = a
b مقابل به مجاور ضلع cot θ = b

a

هستند: چنین α زاویهء چهارگانه نسبتهای ۴ . ۶ شکل مثلث در .٣ . ١ . ۶ مثال

sinα =
٣
۵
, cosα =

۴
۵
, tanα =

٣
۴
, cotα =

۴
٣

کنیم. می ذکر زیر جدول در را آنها ما که آورد بدست توان می را مثلثاتی نسبتهای مقادیر ساده، روشهائی از استفاده با
هستند. درجه حسب بر فصل این در رفته بکار زوایای عددی مقادیر تمامی که است ذکر قابل

مهم زوایای مثلثاتی نسبتهای :١ . ۶ جدول

زاویه ٠ ٣٠ ۴۵ ۶٠ ٩٠ ١٨٠ ٢٧٠ ٣۶٠

sin ٠ ١
٢

√
٢

٢

√
٣

٢ ١ ٠ −١ ٠

cos ١
√

٣
٢

√
٢

٢
١
٢ ٠ −١ ٠ ١

tan ٠
√

٣
٣ ١

√
٣ ∞ ٠ ∞ ٠

cot ∞
√

٣ ١
√

٣
٣ ٠ ∞ ٠ ∞



٩٣...♦ ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی

جبری عبارات مانند است. توان و رادیکال بهمراه اصلی عمل چهار با مثلثاتی نسبتهای ترکیب ،مثلثا عبارت از منظور
توان قراردادن بجای اینکه توضیح شود. می تشکیل مثلثاتی نسبتهای از مثلثاتی عبارت شد می تشکیل متغیرها از )که
cos ٣٠

)٢
بجای مثال برای دهند، می قرار زاویه و مثلثاتی نسبت بین را توان که است مرسوم مثلثاتی، نسبت روی

سادگی برای که بود خواهند درجه حسب بر موضوع، ادامه در رفته بکار زوایای اینکه دیگر مطلب .cos٢ ٣٠ نویسیم می
کنیم. می جلوگیری آن تکرار از نگارش

کنید. حساب را زیر مثلثاتی عبارات مقدار ،١ . ۶ جدول مقادیر از استفاده با .٣ . ٢ . ۶ مثال

(a) ٢ sin ۴۵◦ + ۴[cos ٢[◦٣٠, (b) tan ٣٠◦ sin ۶٠◦ − [sin ٢[◦٣٠

است: چنین جواب حل.

(a) ٢ sin ۴۵ + ۴ cos٢ ٣٠ = ٢
√

٢
٢

+ ۴(
√

٣
٢

)٢ =
√

٢ + ۴(
٣
۴
) =

√
٢ + ٣

(b) tan ٣٠ sin ۶٠ − sin٢ ٣٠ =

√
٣

٣
×

√
٣

٢
− (

١
٢
)٢ =

٣
۶
− ١

۴
=

١
۴

■
مثبت نسبتها همۀ علامت که کنید دقت کنیم. می محاسبه را مقادیر فوق جدول از باشد اول ربع در کمان انتهای اگر

شده اند: خلاصه زیر جدول در که اند مختلفی علامات دارای مثلثاتی نسبتهای ها، ربع سایر برای باشد.

مختلف. های ربع در مثلثاتی نسبتهای علامت :٢ . ۶ جدول

ربع I II III IV

sin + + - -

cos + - - +

tan + - + -

cot + - + -

اند: شده حاصل زیر اشکال توسط که آمده بدست ها ربع سایر در مثلثاتی نسبتهای علامت ،٢ . ۶ جدول در
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ها. ربع سایر در مثلثاتی های نسبت :٣ . ۶ جدول

x

y

٠

A

θ
b

a x

y

٠

A

θ
b

a

x

y

٠

A

θ
b

a

دوم ربع سوم ربع چهارم ربع

a > ٠, b < ٠ a < ٠, b < ٠ a < ٠, b > ٠

sin(π − θ) = sin θ sin(π + θ) = − sin θ sin(٢π − θ) = − sin θ

cos(π − θ) = − cos θ cos(π + θ) = − cos θ cos(٢π − θ) = cos θ

tan(π − θ) = − tan θ tan(π + θ) = tan θ tan(٢π − θ) = − tan θ

cot(π − θ) = − cot θ cot(π + θ) = cot θ cot(٢π − θ) = − cot θ

بیابید. را sin ٢۴٠ cos ٣٣٠ عبارت مقدار .٣ . ٣ . ۶ مثال
حل.

sin ٢۴٠ cos ٣٣٠ = sin(١٨٠ + ۶٠) cos(٣۶٠ − ٣٠)

= − sin ۶٠ cos ٣٠

= −
√

٣
٢

×
√

٣
٢

= −٣
۴

■

کنید. حساب را
sin ٢١٠

cos ٣٠٠ + tan ٢٢۵
عبارت مقدار .۴ . ٣ . ۶ مثال



٩۵...♦ ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی

حل.

sin ٢١٠
cos ٣٠٠ + tan ٢٢۵

=
sin(١٨٠ + ٣٠)

cos(٣۶٠ − ۶٠) + tan(١٨٠ + ۴۵)

=
− sin ٣٠

+cos ۶٠ + tan ۴۵

=
− ١

٢

+ ١
٢ + ١

= −١
٣

■
کنیم: می رفتار ذیل مطابق سپس و آورده بدست را اصلی زاویه ابتدا کامل، یکدور از بزرگتر زوایای برای

sin(n× ٣۶٠ + θ) = sin(٢πn+ θ) = sin θ

cos(n× ٣۶٠ + θ) = cos(٢πn+ θ) = cos θ

tan(n× ٣۶٠ + θ) = tan(٢πn+ θ) = tan θ

cot(n× ٣۶٠ + θ) = cot(٢πn+ θ) = cot θ

چنینند: ها نسبت شوند می واقع چهارم ربع در که منفی زوایای برای همچنین است. کامل دورهای تعداد n که

sin(−θ) = − sin θ

cos(−θ) = cos θ

tan(−θ) = − tan θ

cot(−θ) = − cot θ

بیابید. را tan ١٣٢٠◦ + ٢ cos ١۵٩٠◦ عبارت مقدار .۵ . ٣ . ۶ مثال
حل.

tan(٣ × ٣۶٠ + ٢۴٠) + ٢ cos(۴ × ٣۶٠ + ١۵٠)

= tan(١٨٠ + ۶٠) + ٢ cos(١٨٠ − ٣٠)

= tan ۶٠ − ٢ cos ٣٠

=
√

٣ − ٢
√

٣
٢

=
√

٣ −
√

٣

= ٠

■



ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی ♦...٩۶

چیست؟ sin(θ − ۵π) از حاصل مقدار .۶ . ٣ . ۶ مثال
حل.

sin(θ − ۵π) = − sin(۵π − θ)

= − sin(۴π + π − θ)

= − sin(π − θ)

= − sin θ

■

درجه اند. برحسب شده ذکر زوایای بیابید. را زیر مثلثاتی عبارات از کدام هر حاصل .۴ . ۶ تمرین

(a) sin ۴۵ cos ٣٠ + sin ٣٠ cos ۴۵ , (b) ۴ sin ۶٠ cos ٣٠ + (۶ tan ٢(٣٠

(c) ۴ sin ٢١٠ tan ١۵٠ + cot ٢١٠ , (d) (١ + tan٢ ٢۴٠) cos٢ ١۵٠

(e)
٣ sin ١۵٠ + cos ٢۴٠
٢ cot ١٣۵ − tan ٣١۵

, (f)
cos ٢۴٠ + ٢ sin ٣٣٠
sin ١٢٠ + cos ٣٣٠

(g) ٨ sin ٢٧۴۵ − ٢ cos ۴۴۵۵ , (h) ٢ tan ٢٢۶۵ − cot ٣٨٨۵ − cos ٢۵٩۵

(i)
٨ sin ٢٢٩۵ + ٢ cos ۴۶٣۵
۶ sin ٣٢٧٠ − ۴ tan ١٣٠۵

, (j)
tan(١٨٣٠)− cos(−٢۴٠٠)
sin(−١٢٩٠) + tan(−١۴١٠)

مثلثاتى روابط ۱ . ۴ . ۶
این (بخش۶ . ٣)، شد تعریف الزاویه قائم مثلث یک از c و b و a اضلاع بین روابطی طبق مثلثاتی نسبتهای که آنجا از

بنابراین و cot θ =
b

a
و tan θ =

a

b
که دیدیم مثلا دارند. روابطی هم با متقابلا نسبتها

tan θ. cot θ =
a

b
× b

a
= ١

بین اصلی روابط آورد. بدست چهارگانه نسبتهای مقادیر بین دلخواه زاویۀ هر برای توان می را روابطی چنین بود. خواهد
است: زیر بصورت x زاویۀ روی مثلثاتی نسبتهای

sin٢ x+ cos٢ x = ١ , sin٢ x = ١ − cos٢ x , cos٢ x = ١ − sin٢ x

tanx =
sinx

cosx
, tanx =

١
cotx

, ١ + tan٢ x =
١

cos٢ x

cotx =
cosx

sinx
, cotx =

١
tanx

, ١ + cot٢ x =
١

sin٢ x

tanx. cotx = ١ , secx =
١

cosx
, cscx =

١
sinx

sinx = ±
√

١ − cos٢ x , sinx = ± tanx√
١ + tan٢ x

, sinx = ± ١√
١ + cot٢ x

cosx = ±
√

١ − sin٢ x , cosx = ± ١√
١ + tan٢ x

, cosx = ± cotx√
١ + cot٢ x



٩٧...♦ ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی

مثلثا ااد را عبارت آن شود برقرار شود، می گذاشته آن متغیر بجای که مقادیری جمیع بازای مثلثاتی عبارت یک هرگاه
این از استفاده با کنند. می بیان را ها نسبت بین ارتباط که اند مثلثاتی اتحادهای همگی بالا مثلثاتی عبارات نامیم.
است. کافی کمان انتهای دانستن تنها موضوع، این در و یافت را نسبتها سایر نسبتها، از یکی داشتن با توان می ارتباط

.x زاویۀ مثلثاتی نسبتهای سایر مطلوبست باشد، سوم ربع در کمان انتهای و sinx =
−۴

۵
اگر .١ . ۴ . ۶ مثال

نویسیم می نسبتها بین روابط از استفاده با بود. خواهند مثبت cot و tan و منفی cos سوم ربع در حل.

cosx = −
√

١ − sin٢ x = −
√

١ − (
−۴

۵
)٢ = −

√
١ − ١۶

٢۵
= −٣

۵

tanx =
sinx

cosx
=

−۴
۵
−٣

۵

=
۴
٣

cotx =
١

tanx
=

١
۴
٣
=

٣
۴

■

کنید. ساده را sinx(tanx+ cotx) عبارت .٢ . ۴ . ۶ مثال
حل.

sinx(tanx+ cotx) = sinx
( sinx
cosx

+
cosx

sinx

)
= sinx

( sin٢ x+ cos٢ x

cosx sinx

)
= sinx

( ١
cosx sinx

)
=

١
cosx

■ .sinx(tanx+ cotx) = secx بنابراین

کنید. ساده را sin٢ x cos٢ x(٢ + tan٢ x+ cot٢ x) عبارت .٣ . ۴ . ۶ مثال
حل.

sin٢ x cos٢ x(٢ + tan٢ x+ cot٢ x) = sin٢ x cos٢ x(١ + tan٢ x+ ١ + cot٢ x)

= sin٢ x cos٢ x
( ١
cos٢ x

+
١

sin٢ x

)
= sin٢ x cos٢ x

( sin٢ x+ cos٢ x

cos٢ x sin٢ x

)
= sin٢ x cos٢ x

( ١
cos٢ x sin٢ x

)
= ١
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■ بود. خواهد sin٢ x cos٢ x(٢ + tan٢ x+ cot٢ x) = ١ پس

. .۵ . ۶ تمرین

.x زاویۀ مثلثاتی نسبتهای سایر مطلوبست باشد، دوم ربع در کمان انتهای و cosx = −١
۴

اگر .١

بیابید. را x زاویۀ مثلثاتی نسبتهای سایر باشد، چهارم ربع در کمان انتهای و tanx = − ١√
٣

اگر .٢

کنید. ساده را زیر مثلثاتی عبارات .٣

(a) (cos θ. tan θ)
٢
+ (sin θ. cot θ)

٢
, (b)

(١ + tanx)(١ − cotx)

(١ + cotx)(١ − tanx)

(c)
tanx

sinx cos٢ x(١ + tan٢ x)
, (d)

( sin θ

tan θ

)٢
+
(cos θ
cot θ

)٢

(e)
sin٢ x− cos٢ x− ١

cot٢ x
, (f)

sin t

١ + cos t
+

١ + cos t

sin t

زاویه دو ɚʂموع مثلثاتى ˃ɓبتھای ۱ . ۵ . ۶
هستند: چنین b و a دلخواه کمان دو تفاضل و مجموع نسبتهای مقادیر

sin(a− b) = sin a cos b− cos a sin b , sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b
cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b , cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

tan(a− b) =
tan a− tan b

١ + tan a tan b
, tan(a+ b) =

tan a+ tan b

١ − tan a tan b

cot(a− b) =
cot a cot b+ ١
cot a− cot b

, cot(a+ b) =
cot a cot b− ١
cot a+ cot b

کنید. حساب را sin ١۵◦ مقدار .١ . ۵ . ۶ مثال
نویسیم: می کمان دو تفاضل سینوس از استفاده با حل.

sin ١۵ = sin(۴۵ − ٣٠)

= sin ۴۵ cos ٣٠ − cos ۴۵ sin ٣٠

=

√
٢

٢
×

√
٣

٢
−

√
٢

٢
× ١

٢

=

√
۶ −

√
٢

۴

■
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کنید. حساب را tan ١٠۵◦ مقدار .٢ . ۵ . ۶ مثال
داریم: زوایا مجموع تانژانت از استفاده با حل.

tan ١٠۵ = tan(۴۵ + ۶٠)

=
tan ۴۵ + tan ۶٠

١ − tan ۴۵ tan ۶٠

=
١ +

√
٣

١ − ١ ×
√

٣

= −١
٢
(١ +

√
٢(٣

= −٢ −
√

٣

■
q و p دلخواه زوایای برای را مثلثاتی نسبتهای حاصلضرب و تفاضل حاصلجمع، توان می قبل، فرمولهای بکارگیری از

آورد: بدست زیر شکل به

sin p cos q =
١
٢

[
sin(p+ q) + sin(p− q)

]
sin p sin q =

−١
٢

[
cos(p+ q)− cos(p− q)

]
cos p cos q =

١
٢

[
cos(p+ q) + cos(p− q)

]
cos p+ cos q = ٢ cos

(p+ q

٢

)
cos
(p− q

٢

)
cos p− cos q = −٢ sin

(p+ q

٢

)
sin
(p− q

٢

)
sin p+ sin q = ٢ sin

(p+ q

٢

)
cos
(p− q

٢

)
sin p− sin q = ٢ cos

(p+ q

٢

)
sin
(p− q

٢

)
tan p± tan q =

sin(p± q)

cos p cos q

cot p± cot q =
sin(q ± p)

sin p sin q
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کنید. بررسی را cos(α+
٢π

٣
) + cos(α+

۴π
٣
) = − cosα عبارت درستی .٣ . ۵ . ۶ مثال

نویسیم: می فوق در کسینوس دو حاصلجمع فرمول از استفاده با را چپ طرف عبارت حل.

چپ طرف = ٢ cos
(α+

٢π
٣

+ α+
۴π

٣
٢

)
cos
(α+

٢π
٣

− α− ۴π
٣

٢

)
= ٢ cos(α+ π) cos(−π

٣
)

= ٢ ×− cosα× ١
٢

= − cosα

■

. .۶ . ۶ تمرین

کنید. حساب را sin ١٠۵◦ و cot ٧۵◦ ،sin ٧۵◦ ،tan ٧۵◦ مقادیر .١

نمائید. ثابت را زیر مثلثاتی عبارات درستی .٢

(a)
cos ١١٠◦ + cos ١٠◦

cos ١۵◦
= ١ , (b) sin(α+

π

٣
) + sin(α+

٢π
٣
) =

√
٣ cosα

(c) sin ٧۵◦ + sin ١۵◦ =
١
٢

√
۶ , (d) tan ٧۵◦ − tan ١۵◦ = ۶ − ٢

√
۶

کمان برابر دو ˃ɓبتھای ۱ . ۶ . ۶
نسبتهای برای هائی فرمول توان می براحتی p = q = x دادن قرار و قبل صفحۀ کمان دو مجموع فرمول از استفاده با

اند: چنین ها فرمول این یافت. کمان برابر دو

sin ٢x = ٢ sinx cosx

cos ٢x = cos٢ x− sin٢ x , cos ٢x = ٢ cos٢ x− ١ , cos ٢x = ١ − ٢ sin٢ x

tan ٢x =
٢ tanx

١ − tan٢ x

cot ٢x =
cot٢ x− ١

٢ cotx

گیریم: می نتیجه نیز را زیر مفید روابط و

sin٢ x =
١ − cos ٢x

٢
, cos٢ x =

١ + cos ٢x
٢

, tan٢ x =
١ − cos ٢x
١ + cos ٢x

آوریم: می بدست را است کمان نصف تانژانت حسب بر روابطی که زیر، فرمول سه همچنین

sinx =
٢ tan x

٢

١ + tan٢ x
٢
, cosx =

١ − tan٢ x
٢

١ + tan٢ x
٢
, tanx =

٢ tan x
٢

١ − tan٢ x
٢
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کنید. ساده را
cos ٢a− ١
sin ٢a

عبارت .١ . ۶ . ۶ مثال

داریم: کمان برابر دو نسبت cos طبق حل.

cos ٢a− ١
sin ٢a

=
١ − ٢ sin٢ a− ١

sin ٢a

=
−٢ sin٢ a

٢ sin a cos a

=
− sin a

cos a
= − tan a

■

کنید. ساده را
١ + sin ٢x

sinx+ cosx
عبارت .٢ . ۶ . ۶ مثال

حل.

١ + sin ٢x
sinx+ cosx

=
sin٢ x+ cos٢ x+ ٢ sinx cosx

sinx+ cosx

=
(sinx+ cosx)٢

sinx+ cosx
= sinx+ cosx

■

نمائید. ساده را زیر مثلثاتی عبارات .٧ . ۶ تمرین

(a)
tan ٢θ cos ٢θ

٢ sin θ
, (b)

sin ٢θ + ١
sin θ + cos θ

, (c)
١ + cosα+ cos ٢α
sinα+ sin ٢α

(d) sin ٧۵◦ cos ١۵◦ , (e)
csc ۴x+ cot ۴x
cotx− tanx

, (f)
cot ٣β(tanβ − tan ٣β)

cotβ − cot ٣β

مثلثاتى معادلات ۸ . ۶
مثلثا ااد را آن شود برقرار شود، می گذاشته آن متغیر بجای که مقادیری جمیع بازای مثلثاتی عبارت یک هرگاه

مثال برای اند جبری اتحادهای شبیه اتحادها این نامیم.

١ + tan٢ x =
١

cos٢ x

درستند. مقادیر از برخی برای مثلثاتی عبارات گاهی اما بودند. مثلثاتی اتحاد قبل بخشهای مثلثاتی فرمولهای اکثر
مقادیر برخی ازای در تساوی طرف دو برابری و بوده زاویه یک مثلثاتی نسبتهای مقادیر شامل که را عبارت دو تساوی
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مثلثاتی معادلۀ یک
١ + sin ٢x

sinx+ cosx
= sinx+ ١ عبارت شود. می نامیده مثلثا معادلۀ شود، برقرار زاویه این

با بود. خواهد درست آنها برای معادله که مقادیری مجموعه یعنی آوریم بدست را معادله این جواب خواهیم می است.
کردن ساده از پس و sinx+ cosx = sinx+ ١ داریم و شده ساده معادله این چپ طرف مثال۶ . ۶ . ٢ از استفاده
x = ٢kπ± ٠ لذا cosx = cos ٠ چون که آمد بدست ترتیب بدین جواب این .x = ٢kπ یعنی ،cosx = ١

از عبارتند جوابها صحیح k−ی برای نتیجه در و x = ٢kπ یا

· · · ,−۶π,−۴π,−٢π, ٠, ٢π, ۴π, ۶π, · · ·

بنویسیم: را جواب موعه ریاضی ایش است بهتر و

جواب موعه = {٢kπ|k ∈ Z}

:(k ∈ Z) نوشت زیر بصورت را ها کمان این بین رابطۀ توان می می شوند برابر α و x کمان دو نسبت که هنگامی

sinx = sinα =⇒ x = ٢kπ + α , x = ٢kπ + π − α

cosx = cosα =⇒ x = ٢kπ ± α

tanx = tanα =⇒ x = kπ + α

cotx = cotα =⇒ x = kπ + α

کنید. حل را sin ٢x = sinx مثلثاتی معادلۀ .٨ . ١ . ۶ مثال
باشیم داشته باید فوق در سینوس فرمول از استفاده با حل.

٢x = ٢kπ + x

٢x = ٢kπ + π − x

از: اند عبارت جوابها کردن ساده از پس که

x = ٢kπ, x =
٢kπ + π

٣
, k ∈ Z

■ . جواب موعه = {٢kπ|k ∈ Z} ∪ { ٢kπ+π
٣ |k ∈ Z} یا و

tan(١ +
x

٢
) tan(١ − x

٣
) = ١ معادلۀ حل مطلوبست .٨ . ٢ . ۶ مثال

دهیم: می تغییر زیر بشکل را معادله ابتدا حل.

tan(١ +
x

٢
) =

١
tan(١ − x

٣ )

= cot(١ − x

٣
)

= tan(
π

٢
− ١ +

x

٣
)
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داریم کمان دو برابری با و

١ +
x

٢
= kπ +

π

٢
− ١ +

x

٣
■ است. مثلثاتی معادلۀ جواب x = ۶kπ + ٣π − ١٢rad کردن ساده از پس که

کنید. حل را زیر مثلثاتی معادلات .٩ . ۶ تمرین

(a) cos ۴x = cosx , (b) sin ٣x = cos(
π

٢
− x)

(c) ٣ cotx = tanx , (d) tan٣ x− ٣
√

٣ = ٠
(e) tan(١ + x) tan(١ − x) = −١ , (f) ١)٣ − sinx) = ١ + cos ٢x

خط مثلثاتى معادلهٔ ۱۰ . ۶
از عبارتست است معلوم آن از A(a, b) نقطۀ و گذرد می مبداء از که خطی معادلۀ

y − y١

x− x١
=
y٢ − y١

x٢ − x١
⇒ y − ٠

x− ٠
=
b− ٠
a− ٠

⇒ y =
b

a
x

که شد خواهد y = tan θx بصورت گذرد می مبداء از که خطی معادلۀ لذا و بوده خط شیب tan θ =
b

a
طرفی از

طولهاست. محور مثبت سمت با خط زاویۀ θ

سازد. می درجه ٣٠ زاویۀ x−ها محور با و گذشته مختصات مبداء از که بنویسید را خطی معادلۀ .١٠ . ١ . ۶ مثال

■ بود. خواهد مذکور خط معادلۀ y =

√
٣

٣
x پس y = tan(٣٠◦)x فرمول طبق حل.

خط دو بین زاویهء :6.1 مطلب

tan θ =
∣∣∣ m١ −m٢

١ +m١m٢

از∣∣∣ m٢عبار˄ɓت m١و خطباشیبھای دو ب زاویهء

چیست؟ x− ٣y + ٣ = ٠ و y = ٢x− ۴ خط دو بین زاویۀ .١٠ . ٢ . ۶ مثال
داریم خط دو بین زاویۀ ازفرمول m٢ = ١

٣ و m١ = ٢ های شیب با خط دو این برای حل.

tan θ =
∣∣∣ m١ −m٢

١ +m١m٢

∣∣∣ = ∣∣∣ ٢ − ( ١
٣ )

١ + ٢( ١
٣ )

∣∣∣ = ١ ⇒ θ =
π

۴

■ است. درجه ۴۵ خط دو بین زاویهء دهد می نشان که

تکمیلی. تمرینات .١١ . ۶ تمرین

دهید. نشان مثلثاتی دایره روی آنرا و کرده بیان گراد و رادیان حسب بر را ۴۵٠◦ مقدار .١
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هستند؟ مثلثاتی دایره از ربع کدام در β =
١٠٧π

۴
و α = ٣٠٩٠◦ های کمان انتهای .٢

کمانهای انتهای باشند، D =
٩۵π

۴
و C = −٩۵٠ grad ،B = ١٢١۵◦ ،A = ١۶۵٠ grad اگر .٣

آنرا مساحت سپس است، مربع یک ABCD کنید ثابت و بیابید مثلثاتی دایرۀ روی را D و C ،B ،A
آورید. بدست

بیابید: را شده خواسته عبارات مقدار زیر △ABC الزاویهء قائم مثلث در .۴

(a) sinA. cotB − tanA. cosB , (b) csc٢ B(sin٢ C − tan٢ A)

۴
١٠

A C

B

تمرین۴ مثلث :۵ . ۶ شکل

بنامیم y گراد حسب بر را دومی و x درجه حسب بر را اولی که صورتی در است رادیان
π

٢
زاویه دو مجموع .۵

آورید. بدست رادیان حسب بر را زاویه دو مقدار بود. خواهد x = ٢y

اند): درجه برحسب (زوایا آورید بدست را زیر عبارات حاصل .۶

(a)
۴ sin ١۵٠ − ٢ cos ١٢٠
٣ tan٢ ٣٠ + cot٢ ٢١٠

, (b)
۶ tan٢ ٢١٠ − ٢ sin ٣٣٠
۶ cot٢ ٢١٠ − ۴ cos ٣٠٠

(c)
٢ tan ٣٠٠ − cot ١٢٠
cos ١٨٠ − ۴ sin٢ ٣٠

, (d)
tan ٢٢۵ cos ٢٧٠ − cot ٢٢۵

١ − tan٢ ٣٠٠

(e)
١ − tan٢ ٢١٠
١ + tan٢ ٢١٠

, (f)
sin ١٨۶٠ + cos ٢۵۵٠

tan ١٣٨٠ − ۴
√

٣ cot ١١٢۵

بر tan ٣x برای عبارتی کنید. حساب cosx حسب بر را cos ٣x و sinx حسب بر را sin ٣x مقدار .٧
بیابید. tanx حسب

است؟ چقدر ساعت های عقربه زاویۀ دقیقه ۴٠ و ۴ ساعت در .٨

است؟ چقدر ساعت های عقربه بین زاویۀ دقیقه ١٠ و ۵ ساعت در .٩

است. چقدر z زاویۀ مقدار باشد cot z =
b− ١
a− ٢

و tan z =
a− ١
b

اگر .١٠



١٠۵...♦ ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی

باشد. sinx = ٣ − ٢a که کنید تعیین چنان را a حدود .١١

کند؟ می تغییر ای فاصله چه در m ،cosα = ٢ − ٣m و باشد ٣٠◦ ≤ α ≤ ٩٠◦ اگر .١٢

کنید. تعیین را m حدود باشد، دوم ربع در α کمان انتهای و باشد cosα =
٢m− ١
m+ ١

اگر .١٣

کرد؟ خواهد تغییر فاصله ای چه در m سپس باشند، sinα =
٣m+ ١
m− ٢

و
π

۶
≤ α ≤ ١٠٠grad اگر .١۴

کنید. حساب را sin(٣۶◦, ٢۵′) مقدار باشد sin ٣٧◦ = ٠/۶٠١٨ و sin ٣۶◦ = ٠/۵٨٧٨ اگر .١۵

کمان انتهای که کنید مشخص و کرده حساب را m مقدار cosx =
m

m+ ٢
و tanx =

m+ ١
m

اگر .١۶

است. مثلثاتی ناحیۀ کدام در x

m sin٢ x+ (m− ١) sinx− ١ = ٠ مثلثاتی معادلۀ در .١٧
دارد. جواب معادله m از مقادیری چه بازای کنید تعیین (اولا)

بیابید. را جوابها m =
√

٢ بازای (ثانیاً)

کنید. حل را x٢ − (tanα+ ٣ cotα)x+ ٣ = ٠ معادلۀ .١٨

.tan ٣B + tan ٣C = ٠ کنید ثابت ∠A = ١٢٠◦ باشیم داشته △ABC مثلث در اگر .١٩

کنید. بررسی را زیر مثلثاتی روابط درستی .٢٠

(a)
٢ sinα cos ٣α

sin ٢α
= ٢ cos ٢α− ١

(b) sin٣ a sin ٣a+ cos٣ a cos ٣a = cos٣ ٢a

(c) sin ١٠ sin ٣٠ sin ۵٠ sin ٧٠ sin ٩٠ =
١

١۶
(d) tanx tan(۶٠ + x) tan(۶٠ − x) = tan ٣x

(e) cosα+ cos
(
α+

٢π
٣

)
+ cos

(
α+

۴π
٣

)
= ٠

(f) tanα tan ٢α tan ٣α = tan ٣α− tan ٢α− tanα

(g) sin٣ a sin ٣a+ cos٣ a cos ٣a = cos٣ ٢a

(h) ۴[cos٣ a sin ٣a+ sin٣ a cos ٣a] = ٣ sin ۴a

(i) tanα+ tan
(
α+

π

٣

)
+ tan

(
α+

٢π
٣

)
= ٣ tan ٣a

(j) tan ٢٠ − tan ۴٠ + tan ٨٠ = ٣
√

٣

(k) sin۴ π

٨
+ sin۴ ٣π

٨
+ sin۴ ۵π

٨
+ sin۴ ٧π

٨
=

٣
٢

(ℓ) cos۴ π

٨
+ cos۴ ٣π

٨
+ cos۴ ۵π

٨
+ cos۴ ٧π

٨
=

٣
٢



ریاضی عمومی، برای رشته های غیرریاضی ♦...١٠۶

کنید. ساده را زیر مثلثاتی عبارات .٢١

(a)
sin ٢α cosα

١ + cos ٢α
, (b) cos ٢x(١ + tanx. tan ٢x)

(c) sin ۴x+ cos ۴x. cot ٢x , (d) tanx− sinx(١ + tanx. tan
x

٢
)

(e) sinx+ tan z cosx , (f) cot ٢٠◦ − cot ۴٠◦ + cot ٨٠◦

(g) cos y

(
٢

cos y
+ tan y

)(
١

cos y
− ٢ tan y

)
+ ٣ tan y

کنید. حل را زیر مثلثاتی معادلات .٢٢

(a) sinx+ cosx = ۵ , (b) ٣ cos٣ x− cosx = ٠

(c) tan(x+ ٣٠◦) tan(x+ ۶٠◦) = ١ , (d)
sinx− sin ٢x
sinx+ sin ٢x

= −١
٣

(e) sinx+ cosx = ١ + ٢ sinx cosx , (f) sinx+ sin ٢x+ sin ٣x+ sin ۴x = ٠

سازد. می
π

٣
زاویۀ x−ها محور با و گذشته مختصات مبداء از که بنویسید را خطی معادلۀ .٢٣

بیابید. را سازد می درجه ٧۵ زاویۀ x−ها محور با و کرده عبور مختصات مبداء از که خطی معادلۀ .٢۴

.x زاویۀ مثلثاتی نسبتهای سایر مطلوبست باشد، دوم ربع در کمان انتهای و ۶ cosx+ ۵ = ٠ اگر .٢۵

بیابید. را z زاویۀ مثلثاتی نسبتهای سایر باشد، چهارم ربع در کمان انتهای و
√

٣ cot z = −١ اگر .٢۶

.tanA+
١

cosA
= ٣ کنید ثابت باشد اول ربع در A کمان انتهای و sinA =

۴
۵

اگر .٢٧

؟ sin ١◦ یا sin ١ بزرگترند کدام .٢٨

.log | sinx| ≤ ٠ کنید ثابت x ̸= kπ دلخواه زاویۀ هر برای .٢٩

بیابید. را sin ١٨◦ مقدار sin ٣۶◦ = cos ۵۴◦ تساوی از استفاده با .٣٠

نمائید. حل را زیر مثلثاتی های دستگاه .٣١

(a)


sin٢ x+ sin٢ y =

٣
۴

x+ y =
٢π

٣

, (b)

{
sinx sin y =

٣
۴

tanx tan y = ٣
, (c)

{
sinx =

√
٢ sin y

tanx =
√

٣ tan y

مثلث. زوایای تانژانت تعیین مطلوبست .C
∣∣∣−١

٣
و B
∣∣∣−٢

−١
،A
∣∣∣٢

١
عبارتند مثلث یک رئوس .٣٢
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